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Résumé :
On présente dans cette Communication un schéma de discrétisation temporelle des équations d’évolution ther-
momécanique des structures en AMF. Un intérêt de ce schéma est qu’on peut démontrer l’existence de solutions
pour le problème discrétisé en temps, ce qui n’est pas le cas lorsqu’on utilise une discrétisation ’classique’ (de type
Euler implicite) du problème d’évolution thermomécanique. Cette propriété repose sur l’utilisation d’une formula-
tion variationnelle du problème thermomécanique incrémental qui est obtenu avec le schéma proposé. S’appuyant
sur la formulation variationnelle développée, on montre que la solution du problème incrémental peut être obtenue
en minimisant une fonctionnelle J portant sur le champ de températures θ(x). On montre que le calcul de J(θ)
revient à résoudre un problème non-linéaire purement mécanique (correspondant à une évolution à température
fixée), tandis que le calcul du gradient J ′(θ) correspond à la résolution d’un problème thermique linéaire. Par
cette méthode, l’implémentation du couplage thermomécanique dans un code de calcul AMF isotherme devient
relativement aisée.
Abstract :
In this Paper is introduced a time-discretization scheme for the numerical simulation of coupled thermomechanical
evolutions of SMA structures. A particular feature of this time-discretized problem is that its solutions can be
expressed as the solutions of a variational problem. This variational formulation allows one to study the existence
and unicity of solutions, and also leads to a practical way of solving the incremental problem. This method amounts
to solve successively a purely thermal problem and a nonlinear mechanical problem with a given temperature field.
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1 Introduction
La plupart des travaux sur les alliages à mémoire de forme (AMF) suppose le système en
équilibre thermique à chaque instant. Cependant, il est connu que le phénomène de transfor-
mation de phase dans ces matériaux s’accompagne d’une production locale de chaleur (chaleur
latente et contribution irréversible liée à la dissipation intrinsèque). Par conséquent, la valid-
ité de l’hypothèse d’équilibre thermique dépend de la vitesse de chargement et des conditions
d’échange thermique entre le système et son environnement. Pour mieux prédire la réponse
des systèmes AMF, il est ainsi nécessaire de prendre en compte le couplage thermomécanique,
en considérant le champ de température comme une variable interne à déterminer. Certaines
lois de comportement ont été proposées dans ce sens (Anand et Gurtin (2003); Auricchio et
Petrini (2004)). Le problème d’évolution obtenu est non linéaire et présente un couplage fort
entre les variables mécaniques et thermiques. La discrétisation temporelle de ce système doit
être effectuée avec précaution, afin d’assurer l’existence de solutions du problème incrémental
et d’éviter ainsi des difficultés de convergence numérique ou de dépendance de la solution au
maillage. Cette Communication présente un schéma de discrétisation temporelle dans ce sens.
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2 Modélisation du problème
On considère le problème d’évolution thermomécanique de structures en AMF, en quasi-
statique et sous l’hypothèse des petites déplacements. La structure occupe un domaine noté Ω.
Elle est soumise à des forces volumiques f d, des forces surfaciques T d imposées sur une partie
ΓT de la frontière, et des déplacements ud imposés sur Γu = ∂Ω − ΓT . La température est
imposée à une valeur θd sur une portion Γθ de ∂Ω, tandis que le flux qd est fixé sur un portion
Γq telle que Γθ ∩Γq = ∅. Sur la partie restante Γr = ∂Ω−Γθ−Γq , le flux de chaleur est donné
par K ′(θ − θR) où K’ est un coefficient (positif) d’échange thermique entre le système et son
environnement. Les fonctions f d, T d , ud ,θd, qd dépendent de la position x et du temps t. On
suppose que la conduction thermique satisfait la loi de Fourier avec une conductivité thermique
K. On note u le déplacement, σ la contrainte et θ la température en un point x et à l’instant t.
Dans le cadre d’une modélisation des AMF à l’échelle mésoscopique, l’état local du matériau
est décrit par les variables (, θ,β) où  est la déformation et β ∈ Rk est une variable interne
associée à la transformation de phase. La variable β est en général soumise à une condition de la
forme β ∈ T , représentant l’existence de contraintes a priori sur β. Par exemple, si β est la frac-
tion volumique de martensite, alors T est l’intervalle [0, 1]. La loi de comportement du matériau
est déterminée par son énergie libre w(, θ,β) et le potentiel de dissipation Φ. Différentes ex-
pressions pour w, Φ et pour le choix de la variable β ont été proposées dans la littérature. On
pourra se référer à Roubicek (2004) pour une revue récente des modèles existants.
L’évolution de la structure est régie par le système d’équations aux dérivées partielles suivant
(voir par exemple Frémond (2002) pour plus de détails) :
σ =
∂w
∂
, B = −∂w
∂β
, s = −∂w
∂θ
(1.1)
 = (∇u+ t∇u)/2 (1.2)
−K∇θ.n = qd sur Γq, −K∇θ.n = K ′(θ − θR) sur Γr (1.3)
u ∈ Ku ,σ ∈ Kσ , θ ∈ Kθ (1.4)
B = Br +Bd (1.5)
Br ∈ ∂IT (β) , Bd ∈ ∂Φ(β˙) (1.6)
K∆θ − θs˙+Bd.β˙ = 0 (1.7)
où les ensembles Ku,Kσ,Kθ sont définis par
Ku = {u|u = ud sur Γu}
Kσ = {σ|divσ + f d = 0 dans Ω;σ.n = T d sur ΓT}
Kθ = {θ|θ = θd sur Γθ}
(2)
Dans (1), IT est la fonction indicatrice de T (i.e. égale à 0 dans T et infinie à l’extérieur) et ∂
désigne le sous-différentiel. Dans l’équation de la chaleur (1.7), le couplage thermomécanique
est contenu dans le terme entropique θs˙ (qui en général dépend des variables mécaniques  et
β) et dans le termeBd.β˙. Ce dernier terme peut s’interpréter comme une source de chaleur liée
à la dissipation intrinsèque de la transformation de phase.
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3 Schéma de discrétisation en temps
Pour résoudre un système tel que (1), une discrétisation en espace et en temps est en pratique
nécessaire. La discrétisation spatiale est par exemple obtenue par la méthode des éléments finis.
La discrétisation en temps consiste à introduire un problème incrémental permettant d’estimer la
solution (u, θ,β) à un instant donné t0 + δt (avec δt > 0), connaissant la solution (u0, θ0,β0)
à t0. L’évolution de la structure est ainsi calculée selon une démarche pas à pas. Un schéma
de discrétisation temporel très répandu est le schéma d’Euler implicite, qui prend ici la forme
suivante :
(u,β, θ) vérifie (1.1)-(1.4) à t0 + δt (3.1)
B = Br +Bd (3.2)
Br ∈ ∂IT (β) , Bd ∈ ∂Φ
(
(β − β0)/δt) (3.3)
Kδt∆θ − θ0(s− s0) +Bd.(β − β0) = 0 (3.4)
avec s0 = s(0,β0, θ0). Un inconvénient de ce schéma est qu’on ne peut garantir l’existence
d’une solution. Plus précisément, si le champ de température θ est connu, alors le problème
purement mécanique (3.1)(3.2)(3.3) admet une solution. De la même façon, si (u,β) est fixé,
alors le problème thermique (3.1)(3.4) admet une solution. Par contre, on ne peut assurer l’exis-
tence d’une solution pour le problème thermomécanique couplé (3.1)(3.2)(3.3)(3.4). Pour cette
raison, on propose d’estimer (u, θ,β) à l’aide du schéma suivant :
(u,β, θ) vérifie (1.1)-(1.4) à t0 + δt (4.1)
B = Br +
θ
θ0
Bd (4.2)
Br ∈ ∂IT (β) , Bd ∈ ∂Φ
(
(β − β0)/δt) (4.3)
Kδt[∆θ +
∇θ0
θ0
.∇(θ0 − θ)]− θ0(s− s0) +Bd.(β − β0) = 0 (4.4)
On peut vérifier que, tout comme (3), ce schéma coïncide avec le problème en vitesses (1)
lorsque le pas de temps δt tend vers 0. Le schéma (4) est une extension d’un schéma proposé
par Peigney (2006a) pour un couplage thermomécanique partiel où la contribution dissipative
Bd.β˙ est négligée dans l’équation de la chaleur (1.7). L’intérêt du schéma (4) est qu’on peut
démontrer l’existence d’une solution (moyennant certaines hypothèses sur w et Φ , satisfaites
par les modèles usuels). Cette propriété repose sur l’utilisation d’une formulation variationnelle
associée au problème incrémental (4). La présentation de cette formulation variationnelle fait
l’objet de la section suivante.
4 Formulation variationnelle du problème incrémental
On note Kβ l’ensemble des champs β tels que β(x) ∈ T pour tout x dans Ω. Soit F la
fonctionnelle définie sur le convexe Ku ×Kβ ×Kθ par
F(u,β, θ) =
∫
Ω
w((u),β, θ) dω −
∫
Ω
f d.u dω −
∫
ΓT
T d.u da
+δt
∫
Ω
Φ
( θ
θ0
β − β0
δt
)
dω
+
∫
Ω
θs0 dω + δt
∫
Ω
K(−1
2
1
θ0
‖∇θ‖2 + (‖∇θ
0‖
θ0
)2θ) dω
−δt
∫
Γq
qd
θ0
θ da−K ′ δt
2
∫
Γr
(θ − θR)2
θ0
da
(5)
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On note ∂F [u,β, θ].(U ,V ,W ) la dérivée directionnelle de F dans la direction (U ,V ,W ),
évaluée au point (u,β, θ) :
∂F [u,β, θ].(U ,V ,W ) = lim
α→0+
F(u+ αU ,β + αV , θ + αW )−F(u,β, θ)
α
(6)
On peut montrer que les solutions de (4) sont solutions du problème variationnel suivant :
trouver (u,β, θ) ∈ Ku ×Kβ ×Kθ tel que pour tout (u∗,β∗, θ∗) ∈ Ku ×Kβ ×Kθ :
0 ≤ ∂F [u,β, θ].(u∗ − u,β∗ − β, θ∗ − θ) (7)
La démonstration de ce résultat est semblable à celle donnée dans Peigney (2006a). La for-
mulation variationnelle (7) permet d’étudier l’existence et l’unicité de solutions du problème
incrémental (4). Supposons en particulier que
•w est convexe en (,β) et concave en θ
•Φ est convexe et positivement homogène de degré 1, i.e. Φ(λβ˙) = λΦ(β˙) pour tout λ ≥ 0
(8)
Dans l’expression de F , on a alors δtΦ( θ
θ0
β−β0
δt
) = θ
θ0
Φ(β − β0). La fonctionnelle F est
alors convexe en (u,β), concave en θ, et admet donc un point selle (en choisissant des espaces
fonctionnels appropriés pour (u,β, θ), selon les conditions de croissance à l’infini de w et Φ).
Un tel point selle satisfait (7) et correspond donc à une solution de (4). S’il y a stricte convexité
et concavité de w et Φ, on a de plus unicité du point selle, et donc de la solution à (4).
Les hypothèses de convexité et concavité formulées dans (8) sont vérifiées par les mod-
èles courants en superélasticité. La condition d’homogénéité sur Φ dans (8) correspond à un
comportement dissipatif indépendant du temps, hypothèse faite dans la majorité des modèles.
L’ensemble des hypothèses (8) sont satisfaites par nombre de modèles usuels, aussi bien pour
les monocristaux (par exemple le modèle de Anand et Gurtin (2003)) que pour les polycristaux
(par exemple le modèle de Auricchio et Petrini (2004)).
5 Résolution du problème incrémental
On se place dans le cas où les hypothèses (8) sont vérifiées par la loi de comportement
utilisée. La formulation variationnelle (7) peut être mise à profit pour résoudre le problème
incrémental (4). Posons en effet
J(θ) = min
(u,β)∈Ku×Kβ
F(u,β, θ) (9)
Toute solution du problème (4) est un point selle de F et correspond donc à une solution du
problème
max
θ∈Kθ
J(θ) (10)
Notons que (8) étant supposée vérifiée, la fonction J est concave. Le problème (10) est donc un
problème standard de maximisation d’une fonction concave. Il existe de nombreuses méthodes
pour résoudre un tel problème, les plus courantes étant d’ailleurs déjà pré-programmées dans
des logiciels de calcul scientifique comme Matlab. La plupart de ces méthodes sont itératives,
et nécessite à chaque itération le calcul de la fonctionnelle J(θ) et du gradient J ′(θ), ou à
défaut d’une direction de montée W (θ) (i.e. telle que J(θ + αW (θ)) ≥ J(θ) pour α positif
suffisamment petit). Ces deux étapes sont maintenant détaillées.
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5.1 Evaluation de J(θ)
Pour θ fixé dans Kθ, on pose Φ˜(β˙) = Φ((θ/θ0)β˙) et w˜(,β) = w(,β, θ). D’après l’ex-
pression (5) deF , le champ (u,β) atteignant le minimum dans (9) satisfait le système suivant :
σ =
∂w˜
∂
, B = −∂w˜
∂β
(11.1)
u ∈ Ku ,σ ∈ Kσ (11.2)
B = Br +Bd (11.3)
Br ∈ ∂IT (β) , Bd ∈ ∂Φ˜
(
(β − β0)/δt) (11.4)
Ce système est la discrétisation implicite d’un problème d’évolution d’AMF en isotherme, régi
par l’énergie libre w˜ et le potentiel de dissipation Φ˜. Des méthodes numériques ont été proposées
pour résoudre ce problème (voir par exemple (Qidwai et Lagoudas, 2000)). Ces méthodes sont
souvent inspirées de l’algorithme de retour radial utilisé en plasticité.
5.2 Evaluation de W (θ)
En utilisant (5), la dérivée directionnelle (6) peut être mise sous la forme
∂F [u,β, θ].(U ,V ,W ) = ∂(u,β)F [u,β, θ].(U ,V ) + ∂θF [u,β, θ].W (12)
où les derivées partielles ∂(u,β)F et ∂θF sont définies par :
∂(u,β)F [u,β, θ].(U ,V ) = limα→0+ F(u+ αU ,β + αV , θ)−F(u,β, θ)
α
∂θF [u,β, θ].W = limα→0+ F(u,β, θ + αW )−F(u,β, θ)
α
(13)
En particulier, on a
∂θF [u,β, θ].W =
∫
Ω
[Kδt(∆θ +
∇θ0
θ0
∇(θ0 − θ))− θ0(s− s0) + Φ(β − β0)]W
θ0
dω
−δt
∫
Γq
(K∇θ.n+ qd)W
θ0
da− δt
∫
Γr
(K∇θ.n+K ′(θ − θR))W
θ0
da
(14)
Soit (u(θ),β(θ)) la solution du problème de minimisation (9). En utilisant (12), on obtient
∂J(θ).W = ∂(u,β)F [u(θ),β(θ), θ].
(
∂u(θ).W, ∂β(θ).W
)
+ ∂θF [u(θ),β(θ), θ].W (15)
où ∂J(θ).W (resp. ∂u(θ).W et ∂β(θ).W ) est la dérivée directionnelle de J (resp. u(θ) et β(θ))
dans la direction W . Dans (15), le premier terme du membre de droite est positif par définition
de (u(θ),β(θ)), donc
∂J(θ).W ≥ ∂θF [u(θ),β(θ), θ].W (16)
Définissons alors W (θ) comme solution du problème suivant :
∆W ∗ −W ∗ = − 1
θ0
[Kδt(∆θ +
∇θ0
θ0
∇(θ0 − θ) + Φ(β(θ)− β0)− θ0(s− s0)]
W ∗ = 0 sur Γθ
∇W ∗.n = −δt
θ0
(K∇θ.n+ qd) sur Γq
∇W ∗.n = −δt
θ0
(K∇θ.n+K ′(θ − θR)) sur Γr
(17)
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avec s = s((θ),β(θ), θ). La formule (14) donne
∂θF [u(θ),β(θ), θ].W (θ) =
∫
Ω
(−∆W ∗ +W ∗)W ∗dω + ∫
∂Ω
W ∗.∇W ∗.nda
=
∫
Ω
∇W ∗.∇W ∗ +W ∗.W ∗ dω ≥ 0 (18)
Par conséquent, d’après (16), on trouve ∂J(θ).W (θ) ≥ 0. La direction W (θ) définie par (17)
donne une direction de montée pour J . Notons que le calcul de W (θ) s’apparente à la résolution
d’un problème thermique linéaire, paramétré par θ.
6 Conclusions
Un schéma de discrétisation temporelle initialement proposé par Peigney (2006a) a été
étendu au couplage thermomécanique complet. Ce schéma d’intégration en temps permet de
simuler les évolutions thermomécaniques de structures AMF. L’intérêt de ce schéma est double :
d’une part, l’existence de solutions est assurée pour les modèles AMF courants en superélas-
ticité, ce qui n’est pas le cas avec le schéma d’Euler implicite. D’autre part, ce schéma permet
une implémentation numérique simple du couplage thermomécanique, reposant la résolution
successive de problèmes thermiques linéaire et problèmes mécaniques à température fixée. Un
exemple d’application numérique peut être trouvé dans Peigney (2006b).
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